Введение

На уроках математики мы учились вычислять  площади прямоугольников, треугольников, многоугольников разрезанием на части и достраиванием их до целых фигур. Мне стало интересно, а можно ли находить площадь многоугольников другим способом?
В данной работе рассматривается формула Пика, позволяющая быстро и точно находить площади многоугольников на решётке, используя лишь две величины: число узлов на границе и внутри многоугольника, а также некоторые обобщения данной формулы.

Актуальность темы: в программу по математике 5класса в раздел «Наглядная геометрия» включена тема: «Площадь прямоугольного треугольника и некоторых видов многоугольников». Материала для изучения этой темы нет в учебных пособиях. Его можно найти в этой работе.
Цель исследования: изучить формулу Пика и некоторые ее обобщения и исследовать ее применение для нахождения площадей различных  многоугольников с вершинами в узлах решетки.

Для достижения поставленной цели решались следующие задачи:

· Изучить формулу Пика.

· Рассмотреть типы задач на применение формулы Пика.
Объект  исследования: нахождение площади многоугольников.
Предмет исследования: использование Формулы Пика для вычисления площадей многоугольников.
При проведении  исследования была выдвинута  гипотеза: формулу Пика можно применять для нахождения площадей многоугольников с вершинами в узлах решетки.

Раздел І. Решетки и узлы       

Нарисуем на клетчатой бумаге какой-нибудь многоугольник. Например, такой многоугольник  как показан на рисунке 1 (Приложение 1). Попробуем теперь рассчитать его площадь. Как это сделать? Наверное, проще всего разбить его на прямоугольные треугольники и прямоугольники, площади которых  нетрудно вычислить и сложить полученные результаты.

Такой способ несложен, но очень громоздок, кроме того он годится не для всяких многоугольников.  
Рассмотрим на плоскости два семейства параллельных прямых, разбивающих плоскость на равные квадраты; множество всех точек пересечения этих прямых называется точечной решеткой или просто решеткой, а сами точки – узлами решетки (приложение 2, рис.2).Назовём такую решётку квадратной.

Важно иметь в виду, что решётка состоит из узлов, а сами прямые к ней не относятся[1,с. 4].Клетчатая бумага, а точнее её узлы, на которой мы пишем, рисуем, чертим, является одним из важнейших примеров квадратной решётки на плоскости.

Задать решётку можно, например и так (приложение 2, рис.3)
Раздел II Классическая формула Пика

Есть очень простая формула, позволяющая вычислять площади многоугольников с вершинами в узлах решётки.
Эту формулу открыл австрийский математик Пик Георг Александров (1859 – 1943 г.г.) в 1899 году. Кроме этой формулы Георг Пик открыл теоремы Пика, Пика – Жюлиа, Пика – Невалины, доказал неравенство Шварца – Пика.

Эта формула оставалась незамеченной в течение некоторого времени после того, как Пик её опубликовал, однако в 1949 г. польский математик Гуго Штейнгауз включил теорему в свой знаменитый «Математический калейдоскоп». С этого времени теорема Пика стала широко известна. В Германии формула Пика включена в школьные учебники. [1,с. 45].
Рассмотрим многоугольник с вершинами в узлах решётки (приложение 1, рисунок 1)
Внутренние узлы   многоугольника - красные.
Узлы  на гранях  многоугольника - синие.
Формула Пика
S = B + 
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 1, где S - площадь многоугольника, выраженная в площадях единичных квадратиков решётки, Г – количество узлов решётки, лежащих на границах многоугольника, а В – количество узлов решётки, лежащих внутри многоугольника. Вычислим площадь этого многоугольника:
S=8+13:2-1=27/2
                        Решение задач

1. Рассмотрим задачу на нахождение площади многоугольника по формуле Пика (приложение 1, рисунок 2)
S = B + 
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B - количество точек внутри.

Г – количество точек на границе.

В нашей задаче внутри расположено 17 точек, а на границе -14точек, тогда площадь многоугольника равна: S=17+14:2 – 1=17+7 – 1=23.

2.Найдём площадь прямоугольника (приложение 3, рисунок 4).
S=6×4=24

По формуле Пика S=15+20:2-1=24
3.Найдём площади всевозможных треугольников с вершинами в узлах квадратной решётки (приложение 4)

На рисунке 1 площадь закрашенного треугольника равна сумме площадей двух прямоугольных треугольников. S=4×4:2+2×4:2=8+4=12.
По формуле Пика S=7+12:2-1=7+6-1=12.
На рисунке 2 площадь закрашенного треугольника получается вычитанием из площади большего прямоугольного треугольника площади меньшего прямоугольного треугольника 
S=6×4:2-4×4:2=4.
По формуле Пика S=1+8:2-1=1+4-1=4. 
На рисунке 3 площадь закрашенного треугольника получается вычитанием из площади  прямоугольника суммы площадей трёх прямоугольных треугольников.
S=6×4-(4×4:2+2×2:2+6×2:2) =24-16=8.

По формуле Пика S=5+8:2-1+8.
 На рисунке 4 площадь закрашенного треугольника получается вычитанием из площади большего прямоугольника суммы площадей меньшего прямоугольника и трёх прямоугольных треугольников.
S=6×4-(1×2+1×4:2+6×4:2+3×2:2) =24-(2+2+12+3) =5

По формуле Пика S=4+4:2-1=5
4.Найдём площадь четырёхугольника по формуле Пика (Приложение 4, рисунок 5)

S= 3+12:2-1=3+6-1=8
5.Приведём ещё примеры на применение формулы Пика (Приложение 4, рисунок 6)

S=27+11:2-1=31+1:2

S=22+22:2-1=32
Раздел III Формула Пика для многоугольников с «лакунами» на квадратной решетке

Существует аналог формулы Пика в более общем случае[1,с. 56].Простейшим таким обобщением является распространение теоремы  на многоугольники с «лакунами» («отверстиями»).
S = B + 
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где S - площадь многоугольника, выраженная в площадях единичных квадратиков решётки, Г – количество узлов решётки, лежащих на границах многоугольника и на границах всех лакун, а В – количество узлов решётки, лежащих внутри многоугольника,  но не на границе лакун и не внутри лакун, К- количество «лакун».Если К=0,то получаем классическую формулу Пика, если К=1,то получаем формулу S = B + 
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Рассмотрим задачи на нахождение площадей многоугольников с «лакунами» 1.(Приложение 5, рисунок 1)

S=7+24:2-1+1=19

2.(Приложение 5, рисунок 2)

S=19+22:2-1+1=30
S=22+29:2-1+3=
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3.(Приложение5,рисунок 3)
S=7+24:2-1+1=19

4.(Приложение 5, рисунок 4)

S=9+18:2-1+2=9+9-1+2+19

5.(Приложение5, рисунок5)
S=15+16:2-1+1=15+8=23

S=9+36:2-1+3=9+18+2=29

Раздел IV Формула Пика для многоугольников на треугольной решетке
(Треугольная формула Пика)
Теперь рассмотрим треугольную решётку, линии здесь идут параллельно трём прямым, попарно пересекающимся под углом 60⁰. Площадь каждой треугольной клетки равна 1. Для такой решётки формула Пика (т.н. «треугольная формула Пика») имеет вид S=2В+Г-2, где В–  число узлов решётки внутри многоугольника, Г– число узлов на сторонах многоугольника. 
Задача 1 (Приложение 6, рисунок 1).
S=2×11+11-2=31
Задача 2 (Приложение 6, рисунок 2)

S=2×35+15-2=83          

S=2×20+19-2=57

Раздел V Формула Пика для мноугольников с «лакунами» на треугольной решетке 

Для треугольной решётки  с «лакунами» формула Пика приобретает  вид

S=2В+Г-2+2К [2,с. 64]
При К=0 получаем S=2В+Г-2-для треугольной решётки, т.е., является  ещё одним обобщением формулы Пика. 
Задача 3(Приложение 7, рисунок 1)
S=2×2+24-2+2×1=28
Задача 4(Приложение 7, рисунок 2)
S=2×2+24-2+2×1=28
Задача 5(Приложение 7,русунок 3)
S=2×8+21-2+2×2=39

S=2×21+27-2+2×4=75
Исходя из формулы Пика, можно сделать вывод, что площадь любого многоугольника на треугольной решётке является натуральным числом.
Заключение
В данной работе я рассмотрела применение формулы Пика для нахождения площадей многоугольников на квадратной и треугольной решетках.  Пришла к выводу, что по формуле Пика возможно быстро и точно вычислять площади многоугольников. Работа над формулой Пика способствовала расширению кругозора и повышению образовательного интереса к предмету.
Гипотеза подтвердилась.
Полученные результаты можно использовать на уроках математики, факультативных занятиях, при подготовке к экзаменам. Исследование можно продолжить в направлении изучения других обобщений формулы Пика. В практике формулу Пика можно применять в области картографии.
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